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1.1. $K$ . $I\acute{\backslash }$ , $K$
. $X$
Whitney . ,
Grothendieck $K^{0}(X)$ , $K^{0}(X)$ , $X$ 2
$E,$ $F$ $E-F$ . $(X, A)$
$K$ $K^{0}(X, A)$ . $X$ $E,$ $F$ $A$
$\alpha$ : $E|_{A}arrow F|_{A}$ $(E, F, \alpha)$ $M$ (X, $A$ )
. $X$ $\alpha$ $(E, F, \alpha)$
$E$ (X, $A$ ) . $K^{0}(X, A)=M$(X, $A$ ) $/E$ (X, $A$)
. $(X, A)$ $K$ .
$X$ $X^{+}$ , $\mathrm{A}^{r0}(X)=$
{ $E-F\in \mathrm{A}^{\prime 0}(X^{+})|\mathrm{r}$k $E=\mathrm{r}\mathrm{k}F$ } . $K$ $K^{-i}.(X)=\mathrm{A}^{\prime 0}.(X\cross$
$\mathbb{R}.\cdot)(i\geq 0)$ . $K^{-i}$ Bott [AB64] 2
$K^{-i+2}(X)\cong K^{-i}$ (X). . $i>0$
$K^{i}(X)=K^{i-2j}(X)(j>0)$ $K$ .
$f$ : $Xarrow Y$ , $X$ $E$ $f^{*}E$
, $f^{*}$ : $K^{i}(\mathrm{Y})arrow K^{i}$ (X) . $K^{j}(X)$
,
.





$\cdot\psi$ : $Xarrow U_{m}$ , $U$ , $\varphi(x)\oplus\psi(x)$
. $[X, U_{\infty}]$ , $K^{1}(X)$
.
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1.2. $C^{*}$ $K$ . $I\backslash ^{f}$ .
$X$ , $X$ $C$ (X)
$||f||= \max_{x\in X}|f$ (x)| $C^{*}$ . $X$
$C_{o}(X)=\{f\in C(X^{+})|f(\infty)=0\}$
. $X^{+}=X\cup\{-\}$ $X$ .
. Gel’ $\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}- \mathrm{N}\mathrm{a}^{\tau}1\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k}$
, $C^{*}$ $X$




$I\acute{\backslash }$ . $C^{*}$ $A$ 1
. $A$ $n$ $M_{n}$ (A)
$a\mapsto(\begin{array}{ll}a 00 0\end{array})$
$M(A)=\underline{1\mathrm{i}}\#\mathrm{A}^{t}I_{n}$ (A) . $M$ (A)
$\{e\in M(A)|e=e^{2}\}$ $P$ (A) $\pi_{0}P$ (A)
$e_{0}\oplus e_{1}$ .
1.2.1. $\pi_{0}P(A)$ , $G.\Gamma othendieck$ $K_{0}(A)$ ,
$A$ $I\acute{\backslash }_{0}$ .
$C^{*}$ $A,$ $B$ $\rho$ : $Aarrow B$ .
2 $e_{0},$ $e_{1}\in P$ (A) , $\rho(e_{0}.)$ $\rho(e_{1})$
$(p_{t})_{t\in[0,1]}\subset P(B)$ . ( $e_{0},$ $e_{1}$ ,p ,
. $M$(A, $B$ ) $M$ (A, $B$ )
. $P(A)$ $\tilde{p}_{t}$ ( $e_{0},$ $e_{1}$ ,p
$E$ (A, $B$ ) . $M$ (A, $B$ ) $/E$ (A, $B$ ) .
L2.2. $M$ (A, $B$ ) $/E$ (A, $B$ ) $\mathrm{A}\acute{0}(A, B)$ , $C^{*}$ $(A, B)$ $\mathrm{A}_{0}^{\nearrow}$ .
L2.3. $(.e_{0}, e_{1}, \cdot p_{t})$ , $\rho(e_{0})=\rho(e_{1}.)$ ,
$e_{0}-e_{1}$ -
$u\in M_{n}$ (A), $uu^{*}=1$ $U_{n}$ (A) .
$u\mapsto(\begin{array}{ll}u 00 \mathrm{l}\end{array})$
, $U(A)=1\mathrm{i}1arrow b_{n}^{r}$ (A) . $\pi_{0}U$ (A) $u_{0}\oplus\cdot u_{1}$
.




$I\mathrm{i}_{0}$ $K$ $\mathrm{A}_{1}’$ (A, $B$ ) .
$C^{*}$, $A,$ $B$
$\rho$ : $Aarrow B$ ,
$\rho_{*}$ : $K_{i}(A)arrow\Lambda_{i}’.(B)(i=0,1)$ . $C^{*}$ $I\mathrm{t}_{*}$ .
$C^{*}$ $A$ . $A^{+}=A\oplus \mathbb{C}$ $(a, x)$ $a+x\cdot 1$
, $(a+x\cdot 1)(b+y\cdot 1)=(a+b+xb+ya)+xy\cdot 1$ $A^{+}$ .
$A^{+}$ 1 $C^{*}$ , $\pi$ : $A^{+}arrow \mathbb{C},$ $\pi(a+x\cdot 1)=x$ .
L2.5. $C^{*}$ $A$ , $\mathrm{A}_{i}’(A)=\mathrm{k}’\mathrm{e}\mathrm{r}[\pi_{*} : I\acute{\backslash }_{i}(A^{+})arrow Ii\acute{i}(\mathbb{C})]$ $A$
$K$ . $I\acute{\iota}$ .
$K$ .
1) : $\mathrm{A}_{*}’(A)$ $I\iota_{*}(A\otimes M_{n}(\mathbb{C}))$ 1 .
2) : $C^{*}$ $A$ $C($ [0,1], $A)$
, 0, 1 $\iota_{0},$ $\iota_{1}$ : $C($ [0,1], $A)arrow A$
$\rho_{0},$ $\rho_{1}$ : $Aarrow B$ , $\rho$ : $A\otimes C[0,1]arrow B$
$\rho 0\iota_{i}=\rho_{i}$ $(i=0,1)$ , $\rho_{0}$ $\rho_{1}$ [ $\mathrm{A}\mathrm{a}$ .
$I\acute{\mathrm{i}}$
$(\rho_{0}.)_{*}$ , (\rho * .
2) 6 : $\mathrm{O}arrow \mathrm{I}$ A $Aarrow\pi B$ \rightarrow 0 ,
.
$I\mathrm{t}_{0}^{\nearrow(\mathrm{I})}.\mathit{0}|\underline{p_{*}}\mathrm{A}_{\acute{0}}(A)arrow^{\pi_{*}}\mathrm{A}_{0}\acute{.}(B)\downarrow\partial$
$I\iota_{1}^{\nearrow}$ (B) $\overline{\pi_{*}}I\acute{\backslash }_{1}(A)\overline{\iota_{l}}I_{\acute{\mathrm{i}}_{1}}(\mathrm{I})$
3) : $\mathrm{O}arrow \mathrm{I}arrow^{L}A\piarrow B$ \rightarrow 0 .
$\mathrm{A}_{i}’(\mathrm{I}.)\cong I_{1}^{\nearrow}i(A,B)$ $(i=0,1)$
4) Bott : $\mathrm{A}_{i}’(A)\cong \mathrm{A}_{i}’.(A\otimes C_{o}(\mathbb{R}^{2}))$ $(i=0,1)$ .
L2.6. $\mathcal{H}$ $C^{*}$ $\mathcal{L}$ ,
$\mathrm{R}$ . K0( ) $=\mathbb{Z}$ , $I\mathrm{i}_{1}(\mathrm{R})=0$ . $\mathrm{R}$
2 $\mathcal{H}$ ,
$I\acute{\backslash }\mathrm{o}(\mathrm{R})$ . 1
$e_{0}-e_{1}\vdasharrow \mathrm{T}\mathrm{r}(e_{0}-e_{1})$
$\mathrm{T}\mathrm{r}$ : K0( )\rightarrow Z
. $\mathcal{L}$ Kuiper $\mathrm{A}_{\acute{0}}(\mathcal{L})=0$ , $\mathrm{A}_{1}’(\mathcal{L})=0$
. $Q=\mathcal{L}/\mathrm{R}$ Calkin .
$0arrow \mathrm{R}arrow \mathcal{L}arrow Qarrow 0$
1 , $K$ .
2 , $e^{2}=e,$ $e^{*}=e$ .
52
$\grave{\grave{\mathrm{a}}}5|$ 6 . : $\mathrm{A}_{i}^{\nearrow}(\mathrm{R})arrow \mathrm{A}_{i+1}’$ (\lambda )
, $\mathrm{A}_{0}(Q)=0$ , $I$i’1 $(Q)=\mathbb{Z}$ . $I\acute{\iota}_{1}$ ( Q)
$Q$ . $Q$ , $\mathcal{H}$
, 3 . $F$
Ind $F=\dim \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$F-dim $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}F^{*}$
, Ind : $K_{1}(Q)arrow \mathbb{Z}$ .
$X$ $C_{o}$ (X) $C^{*}$ .
, $C^{*}$ $K$ $K$ .
L2.7 (Swan). $K^{i}$ (X) $\mathrm{A}_{i}’$ ( $C_{o}$ (X)) .
1.3. $K$ . , $K$
. $G$
$X$ . , $X$
$G$ ( $G’$ ) . $G$
Grothendieck , $G$ Il\nearrow
. $G$ $K$ , $R_{G}’*(X)$ ,
$X$ , $C^{*}$ $C_{o}$(X) $\aleph G$ .
,
. $G$ $X$ ( )
. $g\in G$ $U_{g}$ , $C_{o}(X)$
$\Sigma_{g\in G}a$9U9’ $a_{g}\in C_{o}$ (X) $C_{o}(X)\aleph G$ ,
$a= \sum_{g\in G}a$gUg’ $b= \sum_{h\in G}b$hUh[
$a+b= \sum_{g}(a_{g}+b_{g})U_{g}$ , $ab= \sum_{g,h}a_{g}g(b_{h})U_{gh}$
. $g(b_{h})(x)=b_{h}$ (x$g$ ) $(x\in X)$ . $G$ $C_{o}(X)$
. $C^{*}$ $G$ $C_{o}(X)$




3 Fred, $Q$ $GL$ (Q) . $\pi$ : $\mathcal{L}arrow Q$
$\pi^{-1}(GL(Q))=F,.ed$ , [ Fred $GL$ (Q) .
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2. $C^{*}$
$G$ $X$ $s$ (source) $)$ $r$ (r nge) :
$\alpha,$ $\beta’\in G$ $s.(\alpha)=r$ (\beta ) $\alpha\beta$ ;
$\mathrm{o}$ $\alpha\in G$ $\alpha^{-1}$ ;




$(a*b)( \gamma)=\int_{\alpha\beta=\gamma}a(\alpha)b(\beta)d\mu=\int a(\gamma\beta^{-1})b(\beta)d\mu(\beta)$ , $a,b\in C_{c}(G)$
$C^{*}$ $C^{*}$ $C^{*}G$ (Connes [C082] )
2.0.2 ( ). $G$ $X$ . $X\cross G$ $X$
$s,$ $r$ $s.(x, g)=xg$, $r$ (x, $g$ ) $=x$ , $(x, g),$ (y, $h$ ) $\in X\cross G$
$(x,g)(y, h)=(x,gl_{l})$ $xg=y$ , $(x,g)^{-1}=(xg, g^{-1})$
. $C^{*}$ $C_{\mathit{0}}$ (X) $\aleph G$ ,
.




. [$f_{ij}$ $U_{ji}$ . $X$ $s,$ $r$
$s(x_{ij})=r(x_{ij})=x$ $x_{ij}\in U_{ij}$ $X$ $x$
.
$x_{j}.\cdot x_{jk}=X_{1k}.$ , $x_{j}^{-1}\dot{.}=x_{ji}$
. , .
$C^{*}\Gamma u$ $C_{o}$ (X) , $K$ $K$ $K^{*}(X)$ .
$U$ (y Cech 2-cocycle $\sigma=(\sigma_{ijk})$ $C^{*}\Gamma_{\mathcal{U}}$
4 :
$x_{j}\dot{.}x_{jk}=x_{ik}\sigma_{jk}.\cdot(x)$
$C^{*}$ $C^{*}$, $(\Gamma_{\mathcal{U}}, \sigma)$ - $C^{*}$ $K$ $X$ twisted K-group
, $\mathrm{D}$-brane (Atiyah [AOO]).
4 $H^{S}(X$ ; Dixmier-Doumly .
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2.0.4 (Twisted group C’-algebra). $\Gamma$ , $U$ (y $\Gamma$ 2-
$\sigma$ . $g\in\Gamma$ $U_{g}$ :
:
gUh $=\sigma(g, h)U_{gh}$
$C^{*}$ $C^{*}(\Gamma, \sigma)$ , 2- $\sigma$ $\Gamma$ $C^{*}$ .
, $\Gamma=\mathbb{Z}^{2}$ $\underline{9}$ -cocycle $\sigma$ : $\Gamma\cross\Gammaarrow U$ (1) $\mathrm{j}$
$\sigma$ ($g$ , h)=e2\pi i\mbox{\boldmath $\theta$}{g’h$\rangle$ $\theta\in \mathbb{R}$
. $\langle g, h\rangle=1/2\mathrm{d}$et(g $h$ ) $\mathbb{R}^{2}$ symplectic form .
$C^{*}(\Gamma, \sigma)$ , $UV=e^{2\pi i\theta}V$U $U,$ $V$
$C^{*}$ . , $A_{\theta}$
,
2.0.5 ( ). $X$ , $G=X\cross X$ $X$
$s,$ $r$ $s$ (x, $y$ ) $=y,$ $r$ (x, $y$ ) $=x$ ,
$(x, y)(y, z)=(x, z)$ , $(x, y)^{-1}=(y, x)$
. $X\cross X$ $k,$ $p$
$(k* \ell)(x, z)=\int_{X}dyk(x, y)\ell(y, z)$
. $k,$ $\ell$ $L^{2}(X)$
. $C^{*}G$ $C^{*}$ .
2.0.6 ( $\Gamma$ ). $\Gamma$ $X$
. $X\cross X$ $\alpha=$ $(x, y)$ , $\alpha’=(x’, y’)$ , $\gamma\in\Gamma$
$(x\gamma, y\gamma)=(x’, y’)$ $\alpha$ $\alpha$’ . $G=(X\cross X)/\sim$
$X/\Gamma$ $s.,$ $r$
$s(.\alpha)=[y]$ , $r(\alpha)=[x]$
. $C^{*}G$ , $\Gamma$ $\Gamma$ $L^{2}(X)$
$C^{*}$ $\mathrm{R}_{\Gamma}$ .
2.0.7 ( $C^{*}$ ). $(M,F)$ . $M$
, .
$G$ , $G$ .
s $r$ : $Garrow M$
$s(\dot{\gamma})=\gamma$ , $r(\gamma)=\gamma$ ,
, , $G$ (gmupoid) .
$(M,F)$ , $C^{*}$ $C^{*}(M, F)$ $C^{*}$ .




3.1. . $F:\mathcal{H}arrow \mathcal{H}$
Ind $F=\dim \mathrm{k}\mathrm{e}1^{\backslash }$F-dim $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}F^{*}$
. I‘\nearrow ,
. $V$ $T:Varrow V$ ,
$G_{T}=\{(v, Tv)\in V\oplus V : v\in V\}\subset V\oplus V$
. $V\oplus V$ $G_{T}$ $e_{T}$ .
.
$e_{T}=(\begin{array}{lll}(1+ T^{*}T)^{-1} T^{*}T)^{-\mathrm{l}}T(\mathrm{l}+*T(1+T^{*}T)^{-1} T^{*}T)^{-1}TT(\mathrm{l}+*\end{array}):$ $V\oplus Varrow\oplus VV$
3.LL $z\in \mathbb{C}$ , $V=\mathbb{C}$ $T=z$ .
$e_{\mathrm{v},\sim}= \frac{1}{1+\sim\prime\overline{z}}(\begin{array}{ll}\mathrm{l} -\sim fz \sim’\overline{\sim i^{\mathrm{y}}}\end{array}) \in M_{2}(\mathbb{C})$ .
. $z\in \mathbb{C}=\mathbb{R}^{2}$
$e_{z}$ ,
$K^{0}(\mathbb{R}^{2})=\mathbb{Z}$ Bott projection .
3.2. . $M$ Dirac $D$ , $S=S^{+}\oplus S^{-}$
. $H^{+}$ $H^{-}$ $g+$ $S^{-}$ $L^{2}$
. $D^{+}$ : $H^{+}arrow H^{-}$ ,
$G_{D}’+=\{(\xi, D^{+}\xi)\in H^{+}\oplus H-: \xi\in Dom(D^{+})\}$
$H^{+}\oplus H^{-}$ . $e_{D}+$
.
$e_{1}=(\begin{array}{ll}0 00 1\end{array})$
. $M$ , Rellich $e\text{ }+-e_{1}$
.
Ind $D=e_{D}+-e_{1}\in K^{0}(\mathrm{R})$
. Ind $D$ $D^{+}$ . , Ind $D$
$D$ . $e_{D}+-e_{1}$ $C^{*}$ $A$ ,
Ind $D\in \mathrm{A}^{\prime 0}(A)$ . $X$ ,
$\in I\mathrm{t}^{\nearrow 0}(X)$ .
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3.3. $I\acute{\mathrm{i}}$ . $M$ $T$ Fredholm
$T$













$\mathcal{H}$ ( smoothing opemtor $C^{\infty}$
3.3.2. $D$ $C^{*}$
$\rho$ : $C_{o}(\mathbb{R})arrow \mathrm{R}$






$V_{\lambda}$ $\mathcal{H}$ $\rho(f)$ $V_{\lambda}$ $\rho(f)|V_{\lambda}=f$ (\lambda )Id
Dirac
$\epsilon D+D\epsilon=0$ $\mathbb{R}$
$\epsilon(x)=-x(x\in \mathbb{R})$ 2 $\mathbb{Z}_{2}$ $\mathbb{R}$
$C_{o}$ (R) $\aleph \mathbb{Z}_{2}$ $U_{e},$ $U$\epsilon






$\rho$ : $C_{o}(\mathbb{R})\mathrm{x}\mathbb{Z}_{2}arrow \mathrm{R}$
$f_{0},$ $f_{1}$
$\rho$( $f_{0}L\sim+f_{1}$U$\epsilon$ ) $=f_{0}(D)+f_{1}(D)\epsilon$
$\rho$ . $D$
$\rho$ Dirac $D$ $C_{o}$ (R) $\aleph \mathbb{Z}_{2}$ $K$
$C^{*}$
$\sigma$ : $C_{o}(\mathbb{R})n\mathbb{Z}_{2}arrow \mathbb{C}$ , $\sigma(f_{0}+fi0$ $=f_{0}(0)+f_{1}(0)$
$\sigma_{*}$ $K$ $\mathrm{A}_{\acute{0}}(C_{o}(\mathbb{R})\mathrm{x}$
$\mathbb{Z}_{2})=\mathbb{Z},$ $\mathrm{A}_{1}’(C_{o}(\mathbb{R})\aleph \mathbb{Z}_{2})=0$ $1\in \mathrm{A}_{0}(\mathbb{C})=\mathbb{Z}$
$\mathrm{A}_{0}’$
. $(C_{o}(\mathbb{R})u\mathbb{Z}_{2})$ $e$
3.3.5. Dirac $D$ $\rho$
(3.1) $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}$ D=\rho (e)\in K0( $=\mathbb{Z}$
$D$
$e\in \mathrm{A}_{0}’(C_{o}(\mathbb{R})\aleph \mathbb{Z}_{2})$
$e_{x}= \frac{(1+x)^{2}}{2(1+x^{2})}.+\frac{1-x^{2}}{\underline{?}(1+x^{2})}\epsilon$ , $e_{1}= \frac{1-\epsilon}{2}$








$\rho$ : K*(Co(R))\rightarrow K*( )
$R_{1}’(C_{o}(\mathbb{R}))=\mathbb{Z}$ $u$





$D=(\begin{array}{ll}0 D^{-}D^{+} 0\end{array})$ , $(D^{+})^{*}=D^{-}$
Ind $D=\dim \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D^{+}-\dim \mathrm{k}’\mathrm{e}\mathrm{r}D^{-}$
$A=\{(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in C_{o}(\mathbb{R})\otimes M_{2}(\mathbb{C}):a$, $d$ $c,$ $d$ }
$\iota$ : $C_{o}(\mathbb{R})n\mathbb{Z}_{2}arrow A$
$\iota(f)=(\begin{array}{ll}f^{\mathrm{e}v} f^{odd}f^{odd} f^{ev}\end{array})$ , $\iota(\epsilon)=(\begin{array}{l}010-\mathrm{l}\end{array})$






1) $\varphi$ $\psi$ ;
2) $0\leq\varphi(x)\leq 1(x\in \mathbb{R})$ , $\varphi(0)=0$ , $\varphi(\pm\infty)=1$ , $\psi^{2}=\varphi(1-\varphi)$
(3.3) $e_{x}=(\begin{array}{lll}1- \varphi \psi\psi .\varphi\end{array}),$ $e_{1}=(\begin{array}{ll}0 00 1\end{array})$
e $e_{1}\in A$
$e_{x}-e_{1}$ $I\acute{\dot{\backslash }}\mathrm{o}(A)$ e $e_{1}\in \mathrm{A}_{\acute{0}}(A)$
$e\in I_{i_{0}}(C_{o}(\mathbb{R})\aleph \mathbb{Z}_{2})$ $\iota$ : $C_{o}$ (R) $\aleph \mathbb{Z}_{2}arrow A$
$e_{x}-e_{1}\in \mathrm{A}_{0}’(A)$ Ind $D=\rho(e_{x})-\rho(e_{1})\in I\acute{\mathrm{t}}_{0}(\mathrm{R})$
1) 2) $1-\dot{(}\rho$ 0
$D$ $\lambda(\lambda\neq 0)$ $V_{\lambda}$
$\rho(e,)=(\begin{array}{ll}0 00 1\end{array})$ $=\rho$ (e1)
0 $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D$
$\rho$(e$x$ ) $=(\begin{array}{ll}\mathrm{l} 00 0\end{array}),$ $\rho(e1)=(\begin{array}{ll}0 00 1\end{array})$
Tr $K_{0}(\mathrm{R})$ $\mathbb{Z}$




4.1. $G$ . Atiyah Singer T
:
;





$\mathrm{k}’\mathrm{e}\mathrm{r}D$+ $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}.D^{-}$ $G$ $G$













$\oplus_{V\in\hat{G}}$ End(V) $C^{*}$ End(V)
$\mathbb{C}$ $C^{*}$ $I\acute{\mathrm{i}}$
$I \acute{\mathrm{t}}_{0}(C^{*}G)=\bigoplus_{V\in\hat{G}}K_{0}(\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}(V))=\bigoplus_{\hat{G}}\mathbb{Z}=R(G)$












$C^{*}$ $A$ $\tau$ : $Aarrow \mathbb{C}$
$\tau(ab)-\tau(ba)=0$ , $a,$ $b\in A$
$A$ $e\in A$ $\tau(e)$
$\tau$
$\tau$ : $\mathrm{A}_{0}\acute{.}(A)arrow \mathbb{C}$
$\tau$
$K$
4.1.1. $A$ ( ) $C^{*}$ $\tau$ : $Aarrow \mathbb{C}$
2 $e_{0},$ $e_{1}$ $\mathrm{A}_{0}\acute{.}(A)$
$\tau(e0)=\tau$(e1)
Proof. 2 $e_{0},$ $e_{1}$ $K_{0}$ (





$\dot{e}=$ (e2). $=\dot{e}e+e\dot{e}$ $\dot{e}=[\dot{e}(2e-1), e]$
$\tau(\dot{e})=\tau([\dot{e}(2e-1), e].)=0$
$\tau(e_{0})=\tau(e_{1})$





$\mathbb{C}$ $V$ $G$ $\Sigma_{\lambda}n_{\lambda}V_{\lambda}$
End(V\lambda ) 1 ’ $V$

















Ind $D=$ Tr $(\epsilon e^{-tD^{2}})$ $(t>0)$
(3.3) $\varphi,$ $\psi$ $1-\varphi(x)=e^{-tx^{\underline{9}}}$ Tr $(\rho(e))$ $=$
Tr $(\epsilon e^{-tD^{2}})$ 4.1.1 $t>0$
$D^{2}$ $\lambda\geq 0$ $e^{-tD^{2}}$ $e^{-t\lambda}$
$\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D^{+}$
$e_{+}$
$\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}.D^{-}$ ^ $e_{-}$ $tarrow+\infty$
$\epsilon e^{-tD^{2}}$
$\lim_{tarrow+\infty}\epsilon e^{-tD^{2}}=(\begin{array}{ll}e_{+} 00 -e_{-}\end{array})$
Tr $(\epsilon e^{-tD^{2}})=\dim \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D^{+}-\dim \mathrm{k}’\mathrm{e}\mathrm{r}D^{-}$
$tarrow 0$ $\epsilon e^{-tD^{2}}$ $M\cross M$





$e^{-tD^{2}}$ $tarrow 0$ $\mathrm{T}\mathrm{r}_{x}e^{-tD^{2}}$
$\epsilon$ $tarrow 0$
Tr $(\epsilon e^{-tD^{2}})=$ Tr $(e^{-tD^{-}D^{+}})$ -Tr $(e^{-tD^{+}D^{-}})=$ oO-oo
Atiyah [A76]
(Singer [S77] ). $M$ Dirac
$D$ $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D^{+}.,$ $\mathrm{k}$er $D^{-}$ $e_{+},$ $e$-
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$\Gamma$
$\backslash \prime \mathrm{o}\mathrm{n}$ Neunlann W von Neumann $\mathcal{L}$
$W^{*}\Gamma\otimes-\mathcal{L}$ Atiyah $e_{+},$ $e$- $W^{*}\Gamma\otimes \mathcal{L}$
von Neumann $\tau$ $D$ $\Gamma$
$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\Gamma}D=\tau$( $e+\dot{\mathrm{I}}-\tau$ (e-)
$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\Gamma}D=\int_{M(\Gamma)}dx\mathrm{T}\mathrm{r}_{x}(\epsilon k_{t}(x, x))$
$t>0$ $k_{t}$ (x, $y$ ) $e^{-tD^{2}}$ $M(\Gamma)$
$M$ $\Gamma$
$\Gamma$ $M$
$M\cross M$ $k$ :
1) $k(x\gamma, y\gamma)=k$ (x, $y$ ), (x, $y$ ) $\in M\cross M,$ $\gamma\in\Gamma$ ;
2) $k$ $(M\cross M)/\Gamma$
;
$k$ $L^{2}(M)$ $C^{*}$
$C^{*}$ $\mathrm{R}_{\Gamma}$ $Sarrow M$ Hilbert
$L^{2}(M, S)$ $S$ $\mathrm{R}_{\Gamma}$ von





$\rho$ : $C_{o}(\mathbb{R})n\mathbb{Z}_{2}arrow \mathrm{R}_{\Gamma}$
von Neumann $W^{*}\Gamma\otimes \mathcal{L}$ $\tau(\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}D)$
Atiyah $\Gamma$
$\tau$ (Ind $D$ ) $= \int_{M/\Gamma}\hat{A}(\frac{\sqrt{-1}}{\underline{?}\pi}R)$
$\tau$ Ind $D$ $R_{0}(\mathrm{R}_{\Gamma})$
$C^{*}$ $\mathrm{R}_{\Gamma}$ C $\mathrm{A}’$
$Marrow M/\Gamma$ Ind $D\in \mathrm{A}_{\acute{0}}(C^{*}\Gamma^{\cdot})$
Dirac
$\rho$ : $C_{o}’(\mathbb{R})arrow \mathrm{R}$r
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3.2 Ind $D\in\Lambda_{1}’.(C^{*}\Gamma)$
$C^{*}$ $\Gamma$ Ind $D\in \mathrm{A}_{1}^{r}$.(I) 0
$C^{*}$
$\mathbb{R}arrow \mathbb{R}/\mathbb{Z}$
$D= \frac{1}{i}\frac{d}{dx}$ Ind $D$
$D$
$\rho$ : $I\iota_{1}(C_{o}(\mathbb{R}))arrow \mathrm{A}_{1}’$ (C‘
4.3. Connes-Moscovici . Connes-Moscovici [CM82]
$G$ $G/H$ $G$
$G$ ‘ $H$ $M=G/H$
$G$ dg 1 $H$
$dh$ $M$ $G$
$\omega_{M}$ $dg=\omega_{M}d$h




$k(x, y)=\varphi$(xy-1), $x,$ $y\in G$
$G^{t}$ $M\cross M$ $k$ $L^{2}(G)$
$C_{\mathrm{c}}(G)$ $C^{*}$
$C^{*}$ $C^{*}G$ $C_{\mathrm{c}}(G)$ $G$ $C^{*}$
$\tau$ : $C^{*}Garrow \mathbb{C}$
$\tau(\varphi)=\varphi(e)$ ( $e\in G$ )
$\tau$ $\infty$ ‘ 5
$G=\mathbb{R}$ $C^{*}\mathbb{R}$ $C_{o}$ (R)
$C^{*}\mathbb{R}$
$\tau$ $C_{\mathrm{o}}$(R) :






$M$ $M$ Dirac $G$
$M$ $G$ Dirac $D$
$\rho$ : $C_{o}(\mathbb{R})\nu \mathbb{Z}_{2}arrow C^{*}G$
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$e\in \mathrm{A}_{0}^{\nearrow}(C_{o}(\mathbb{R})x\mathbb{Z}_{2})$ Ind $D=\rho(e)$
$D$ $M$ $Sarrow M$ $G$
$G$ $R$ $G’$ $\mathfrak{g}$ $H$






$\tau$(Ind $D$ ) $= \hat{A}(\frac{\sqrt{-1}}{2\pi}R)/\omega_{M}$ .
$\hat{A}$ \mbox{\boldmath $\omega$}
Ind $D$ $c,*$ $C^{*}G$ von Neumann
$W^{*}G$ $\mathrm{k}’\mathrm{e}\mathrm{r}D^{+}’.\mathrm{k}$er $D^{-}$
$e_{+},$ $e$ - Ind $D$ $e_{+}-e_{-}$ 4.3.1
k.er $D$+ $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D^{-}$ $G$






5.1. . 1 $(A_{t})_{t\in[0,1]}$ . . $A_{t}$
.
, . $t$
$\sigma(A_{t})\subset \mathbb{R}$ . \sigma (A $C=[0,1]\cross \mathbb{R}$
1- $\sigma$ .
5.1.1. $(A_{t})_{t\in[0,1]}$ $A_{0},$ $A_{1}$ , $A_{\mathrm{O}},$ $A_{1}$ 0
. $\sigma$ $(C, C\backslash ([0,1]\cross\{0\}))$ 1-




$\sigma$ $[0, 1]$ $\cross\{0\}$ .
5.1.2. $S^{1}$ $L^{2}$ (S1)
$A_{t}= \frac{1}{i}\frac{d}{dx}+t,$ $-1/2\leq 0\leq 1/2$
. $sf\{A_{t}\}=1$ . $S^{1}\cross \mathbb{R}/\mathbb{Z}$
$E=$ $(S^{1}\cross \mathbb{R}\cross \mathbb{C})/\sim$ , $(x, y, \sim’)\sim(x, y+1, e^{2\pi iy}z)$
. $E_{y}=E|_{S^{1}\cross\{y\}}(y\in \mathbb{R}/\mathbb{Z})$ , $E_{y}$ $L^{2}$
$\mathcal{H}_{y}$ - $E_{y}$ $S^{1}\cross\{y\}$ , $S^{1}$ $id/dx$ $?l_{y}$




$Fred_{*}$ , $\pi_{1}$ (Fr $ed_{*}.$) $=\mathbb{Z}$ .
5.1.3.
$A_{t}=(\begin{array}{ll}t D^{-}D^{+} -t\end{array})$ $(t\in[-1,1])$
. $sf\{A_{t}\}=\dim \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$ $D^{+}-\dim \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D$ - .
5.2. . 2 $(A_{(s,t)})_{(s,t)\in I\mathrm{x}I}$ , $I=[0,1]$ .
$A_{(s,t)}$
A(s,t)=(D(+0\mbox{\boldmath $\theta$}, $D_{(s,t))0}^{-}$
, $(I\cross I)$ $A_{(s,t)}$ .
$f$ : $I\cross Iarrow Fre$d, $f$ (s,t)=D(+s, $\mathrm{V}$ ‘
$s.f${A$(s,t)$ } $=f$ $Fred^{(1)}$
. $Fred^{(1)}=$ { $D\in Fred$ $|$ Ind $D=0,$ $\mathrm{d}$im $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}D\geq 1$} .
$\mathrm{A}^{\prime 0}(I\cross I)=\mathbb{Z}$ $(A(s,t))$ .
. $(.I\cross I)$ A ,$t$ ) ,
$D_{(s,t)}^{+}$ { \sigma (D($s+$ , ) $\mathbb{C}\backslash \{0\}$ . $(I\cross I)$
, $\mathbb{C}\backslash \{0\}$ 1- $\sigma$ . $[\sigma]\in H_{1}(\mathbb{C}\backslash \{0\})=\mathbb{Z}$
, 2 $(A(s,t))$ $sf\{A(s,t)\}$
. $(I\cross I)$
\sigma (D(+8, ) .
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5.2.1. $w\in \mathbb{C}$ $T^{2}=\mathbb{R}^{2}/\mathbb{Z}^{2}$
$L_{w}=\mathbb{R}^{2}\cross \mathbb{C}/\simarrow T2,$ $(z, \zeta)\sim(z +g, e^{-2\pi i}",w\rangle\zeta)$
. (, X , $g=(n, m)\in \mathbb{Z}^{2},$ $w=u+iv$ $\langle g, w\rangle=$
$nu+mv$ . $L_{w}$ Dolbeault $w$ : $\Omega^{0,0}(T^{2}, L_{w})arrow$
$\Omega^{0,1}(T^{2}, L_{w})$ . $\epsilon>0$ , $D=\{w\in \mathbb{C}||w|\leq\epsilon\}$ 2
$(A_{w})_{w\in D}$
$A_{w}=(_{\overline{\partial}_{w}}^{0}$ $\overline{\partial}_{w}^{*}\mathrm{o})$
. $w\neq 0$ $A_{w}$ , $w=0$ $\dim \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$ $w=\dim \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$ w* $=1$
. 1 $d\overline{z}$ , $\Omega^{0,0}(T^{2}, L_{w})$ $\Omega^{0,1}(T^{2}, L_{w})$ .
$\mathbb{R}^{2}$
$w$ . $\Omega^{\mathit{0},0}$ ( $T^{2},$ $L$w) $\Omega^{0,1}$ (T2, $L_{w}^{\cdot}$)
$(^{*})$ $f$ : $\mathbb{R}^{2}arrow \mathbb{C}$ , $f(z+g)=e^{-2\pi i(g,w)}f(z)$ $(z=x+iy\in \mathbb{R}^{2})$
. $w$ $\mathbb{R}^{2}$ Cauchy-Riemann $/\partial\overline{\sim\prime}$
. $f_{0}(.,)=e^{-2\pi i\langle_{\sim}.w)}$’ , $k,$ $l\in \mathbb{Z}$ $e^{2\pi i(kx+ly)}f_{0}(_{\sim}^{\gamma})$
$(^{*})$ ,
$(e^{2\pi i(kx+ly)}f_{0})/\partial_{\sim}^{\overline{y}}=i\pi(k+il-w)e^{2\pi i(kx+ly)}.f_{0}(z)$
. $\{e^{2\pi i(kx+ly)}f\mathrm{o}(z)|k, l\in \mathbb{Z}\}$ , $\overline{\partial}_{w}$
$\{i\pi(k+il-w)\}$ . $w\in\partial D$ $(\overline{.}\partial_{w})$ 1
, $sf\{A_{w}\}=1$ .
5.3. Atiyah-Patodi-Singer . Chern-Simons
. $M$




$s$ . $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\lambda)$ $\lambda$
$\mathbb{C}$ , $s=0$
. $A$ , $\eta_{A}$ (s)
5.3.1. $A$ 5 .
$\frac{1}{2}\eta A=(\eta_{A}(\mathrm{O})-\dim \mathrm{k}’\mathrm{e}\mathrm{r}A)$
$5\mathrm{G}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{k}.\mathrm{e}\mathrm{y}$ . Atiyah-Patodi-Singer [APS75] $\xi$ .
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$D$ . $E$ $S$
, $E$ $D$ $E\otimes S$
. 1 $\{\nabla^{(t)}\}_{t\in[0,1]}$ ,
(D . \eta (D . $t$ #
, $t$ . \eta (D , $t$
$sf\cdot\{D_{t}\}$
. $t$ j(D $t$ . $\int_{0}^{1}\eta$.(Dt)dt
Chern-Simons . Chern Chern $ch$





$\hat{A}(M)$ $M$ $\hat{A}$ .
5.4. $\mathrm{I}\mathrm{I}$ . .
$\mathbb{R}$ $C^{\infty}$
$\{\rho_{\epsilon}(x)\}_{0<\epsilon<1}$ , $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\rho_{\mathbb{E}}\subset[-\epsilon, \epsilon],$ $\int$R $\rho_{\epsilon}(x)dx=1$
. 1 (A 0,11
.
5.4.1.
$sf \{A_{t}\}=\lim_{\epsilonarrow 0}\int_{0}^{1}$ Tr $(\rho_{\epsilon}(A_{t})\dot{A}_{t})dt$
. \rho 6(A $\rho_{\epsilon}(x)$ $A_{t}$ , $\dot{A}_{t}$ $t$
, $\mathrm{I}\mathrm{I}$ . $|$ $\text{ }$
. $M$ ,
$\overline{M}$
$\Gamma$ $M$ . $M$
, $\overline{M}$ $k$ : $\overline{M}\cross\overline{M}arrow \mathbb{C}$
:
1) $k(x\gamma, y\gamma)=k(x,y)$ $(\gamma\in\Gamma)$ ;
2) $k$ $(\overline{M}\cross\overline{M})/\Gamma$ , .
$L^{2}(\overline{M})$ ,
$C^{*}$ $\mathrm{R}\mathrm{r}$ $C^{*}$ $\mathrm{R}$ , $\Gamma$
. $\mathrm{R}$ Tr , $\mathrm{R}_{\Gamma}$
$\tau(k)=\int_{M},$ $k$ (x, $x$ ) $dx$
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$\tau$ . $M’$ $M$ $\Gamma$
.
$M$ $(A_{t})_{t\in[0,1]}$ , $\overline{M}$
. $(A_{t})$ .
5.4.2. & H .
$sf_{\tau}\{A_{t}\}=\mathrm{h}\epsilon$.% $\int_{0}^{1}\tau(\rho_{\epsilon}(A_{t})\dot{A}_{t})dt$
. $M$
. $M$ $E$ , $E$
. $E$ $d$ .
, $d$ $\eta_{\nabla},\eta$d
$\eta_{\nabla}-\eta d\in \mathbb{R}$/ $\mathbb{Z}$
$E$ . $E$ $K^{1}(M,.\mathbb{R}/\mathbb{Z})$
$[E]$ . $K$ $\mathrm{A}_{1}’$ (M) $[D_{M}]$ .
(, $\rangle$ : $K^{1}$ (M; $\mathbb{R}/\mathbb{Z}$ ) $\cross I\acute{\mathrm{i}}_{1}(M)arrow \mathbb{R}/\mathbb{Z}$ ,
.
5.4.3 (Atiyah-Patodi-Singer [APS75]).
$\langle[E], [D_{kI}]\rangle=\eta_{\nabla}-\eta d=\int_{NI}\hat{A}$(M)Tch $(\nabla, d)\in \mathbb{R}$/ $\mathbb{Z}$
$\mathrm{I}\mathrm{I}$
. $E$ $\overline{M}$ ,
. $\alpha$ : $\pi_{1}(M)arrow U_{k}$ . $E$
,
$\varphi$ : $\overline{M}arrow C^{f_{k}}$ , $\varphi$(x $\gamma$ ) $=\varphi$(x) $\alpha(\gamma)$
. $\overline{M}$ $P$ ,
$\varphi$ $T_{\varphi}=P\varphi P:\mathrm{i}$m $Parrow \mathrm{i}\mathrm{m}P$ . $\tau$
$T_{\varphi}$
$\Gamma$ :
$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\Gamma}(T_{\varphi})=\tau$ ( $\varphi$P$\varphi^{-1}-P$) $.$
5.4.4 (Moriyoshi).
$\eta \mathrm{v}-\eta d=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\Gamma}(T_{\varphi})=sf_{\tau}\{D_{t}\}\in \mathbb{R}$/ $\mathbb{Z}$
$(D_{t})_{t\in[0,1]}$ $t\nabla+(1-t)d$ .
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$sf \{A(s,t)\}=\lim_{\epsilonarrow 0}\int_{0}^{1}\frac{1}{2}$Tr $[ \epsilon\rho_{\epsilon}(A^{2})(\frac{\partial A}{\partial s}\frac{\partial A}{\partial t}-\frac{\partial A}{\partial t}\frac{\partial A}{\partial s})$] dsdt
. $\epsilon=(\begin{array}{ll}\mathrm{l} 00-1 \end{array})$ .
III .
. $\Gamma$ $\overline{M}arrow M$ ,
$\alpha$ : $\Gammaarrow \mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}(S^{1})$ $S^{1}$
$N=(\overline{\overline{M}}\cross S^{1})/\Gamma$ , $(x, t)\sim(x\gamma,\alpha(\gamma)^{-1}(t))$
. $M\cross\{t\}$ $S^{1}$ .
$C^{*}$ $h^{*}(N, F)$ .
1) $k:M\cross M\cross S^{1}arrow \mathbb{C}$ $k(x\gamma, y\gamma, t\gamma)=k$(x, $y,t$ ), $\gamma\in\Gamma$
2) $M\cross M\cross\{t\}$ $\Gamma$ $\Gamma$-Hilbert-Shmidt
;
$k$ $C^{*}$ . $S^{1}$ $\Gamma$
, $h^{*}(N, F)$ . $\omega$ :
$h^{*}(N, F)arrow \mathbb{C}\mathrm{S}$
$\omega(k)=\int_{N},$ $k(x, x, t)dtdx$
$N’$ $\Gamma$ .
$dt$ $S^{1}$ , $dx$ $\Gamma$ $\overline{M}$ - $N$
$l\overline{\mathcal{V}I}\cross S^{1}$
$\Gamma$ $d\mu$ , $\varphi$ : $\overline{M}\cross S^{1}arrow \mathbb{R}$
$\varphi=\frac{dx\cross dt}{d\mu}$
. $M$ . $N$
, $\overline{M}\cross S^{1}$ $D=(D_{t})_{t\in S^{1}}$ .





$\omega\lceil\epsilon\rho_{\epsilon}(A^{2})(\frac{\partial A}{\partial s}\frac{\partial A}{\partial t}-\frac{\partial A}{\partial t}\frac{\partial A}{\partial s})\rceil$ dsdt
. .
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552(Moriyoshi). $\nu=TN/T\mathcal{F}$ $Che\cdot rn$ $c_{1}$ $h^{*}(N, F)$
1 $\tau_{\nu}$ ([C086-2] ) $K$
(, $\rangle$ : $\mathrm{A}_{1}’(h^{*}(N, F).)\cross HC^{1}(h^{*}(N, \mathcal{F}))arrow \mathbb{C}$ .
$sf_{\omega}. \{D_{(s,t)}\}=\langle\varphi^{i}.D_{(s,t)\varphi}^{-\cdot i}D_{(s,t)}^{-1}-1, \tau_{\nu}\rangle=\int_{N}\hat{A}$(AI)gv
. gv $N$ Godbillon-Vey
6.
6.1. Atwisted $\Gamma$-index thorem. $\Gamma$ $Marrow M/\Gamma$ .
$U$(y $\Gamma$ 2- $\sigma$ , $\sigma$ $\Gamma$ $C^{*}$ $C^{*}(\Gamma, \sigma)$
. , $\sigma$ $\mathbb{R}$ 2- $c$
. , $\exp(\sqrt{-1}c)=\sigma$ . $\Omega^{q}$ (M) $\Gamma$
$C^{p}$ (\Gamma , $\Omega^{q}$ (M)) , $c$ $\Gamma$ $M$ 2 $\omega$
. $\sigma$
$1arrow U(1)arrow \mathrm{v}\Gammaarrow\Gammaarrow 1$
, $L=M\cross \mathbb{C}$ $\Gamma$ $\hat{\Gamma}$ ,
. .
61.1 (Marcolli-Mathai, Moriyoshi). $L$ Dirac
D ,
1) Ind $D^{\nabla}\in I\dot{\acute{\backslash }}\mathrm{o}(C^{*}(\Gamma, \sigma))$ ;
2) $\tau$ $C^{*}(\Gamma, \sigma)$ $R=\nabla^{2}=\sqrt{-1}\omega$ , .




$M$ . , closed
aspherial manifold Gromov-
Lawson .
62. . $\Gamma=\mathbb{Z}^{2}$ 2-c0cycle
$\sigma(g, h)=e^{2:\theta(g,h\rangle}\pi$
. $\langle g, h\rangle$ $\mathbb{R}^{2}$ symplectic form . $\sigma$





. $C^{*}$ $C^{*}(G, \sigma)$ $A_{\theta}$ . $A_{\theta}$
$I\mathrm{t}^{r}$
$I\acute{\mathrm{t}}$ : , $I\iota_{0}^{\nearrow}$ $\tau$
$\mathbb{Z}+\theta \mathbb{Z}\subset \mathbb{R}$ ,
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